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l Nutzenerwartungswert und Bernoulli-Regel

Entscheidungen unter Risiko

Ein Entscheidungsproblem bei Unsicherheit wird mit Hilfe einer Regel gel6st, die ausschliefdlich die Werte der
Nutzenmatrix verarbeitet (vgl. den Abschnitt "Entscheidungen bei Unsicherheit"). Dazu hatten wir eine
Entscheidungsregel durch Angabe einer Wertfunktion w auf der Menge A der Alternativen definiert. Die

L 6sungsmenge Sy (A) des Entscheidungsproblems besteht dann aus allen a € A, fir diew(a) maximal ist
(Optimalitatsprinzip).

Bei Entscheidungen unter Risiko gehen wir in derselben Weise vor. In diesem Fall ist zusétzlich eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung tber der Menge B der Bedingungen gegeben, d.h. esist bekannt, mit welchen
Wahrscheinlichkeiten p; = P(b;) die Umweltbedingungen b; eintreten (j =1, 2, ..., n), wobei gilt:

pr+p2+..+pn=1

Der Nutzenerwartungswert. Bernoulli-Regel

m Eine Wertfunktion, die Wahrscheinlichkeiten ber Gicksichtigt

Esliegt nahe, die zusétzliche Information Uber die Bedingungen in einer Wertfunktion zu verarbeiten. Im Falle von
Unsicherheit (d.h. ohne Kenntnis von Wahrscheinlichkeiten) bot sich kein allgemein plausibles Verfahren an, aus den

Nutzenwerten uz, ..., Uy einer Alternative a einen "Gesamtwert" zu ermitteln. Kennt man jedoch die
Wahrscheinlichkeiten, mit der die b; eintreten (und die Nutzenwerte u; realisiert werden), so bietet sich die
gewichtete Summe

EU(@) := p1Us + P2 Uz + ... + PnUp

als ein solcher Gesamtwert an. Es handelt sich um den Erwartungswert des Nutzens von a, auch
Nutzenerwartungswert genannt; in der Bezeichnung EU ("Expected Utility") soll dies zum Ausdruck kommen.

Waéhlt man EU als Wertfunktion auf der Alternativenmenge, so erhalten wir damit ein einfaches

Entscheidungsverfahren. Wir indizieren die Wertfunktion w mit dem Namen "Bernoulli" (auf den diese Anwendung

des Erwartungswerts zurtickgeht).
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Die folgende Formulierung setzt voraus.

» eine Alternativenmenge: A = {ay, ..., am}

» eine Menge von Bedingungen B = {by, ..., by}

Uz U2 ... Uip
. . Up; Uz ... U2p

» eine Nutzenmatrix U =
Um U2 ... Um

» eine W-Verteilung (p1, ..., pn) auf B.

Damit lautet die Bernoulli'sche Wertfunktion:

Waernoulli(@) = EU(&) = PL Uiz + P2 Ui2 + ... + Pn Uin

Beim praktischen Rechnen empfiehlt es sich, die Daten in eine Nutzen-Tabelle einzutragen. Der Wert Wggmounii(a) ist
dann ans Ende jeder Zeilei = 1, 2, ..., m zu notieren; anschliefRend sucht man die Zeilen mit maximalem
Nutzenerwartungswert.

m Beispiel 1

Wie schon im Fall von Entscheidungen bei Unsicherheit wollen wir das Verfahren an dem Beispiel "Der passende
Wein" illustrieren.

1 -1 1
Die Nutzenmatrix lautet: U =| 0 1 -1 {.
05 0 -1

Die eingeladene Person schétze die Wahrscheinlichkeit fir Rindfleisch mit 60 %, die von Fisch mit 10 %. Dann lautet
die W-Verteilung: p; = P(Huhn) = 0.3, p, = P(Rindfleisch) = 0.6, ps = P(Fisch) = 0.1.

Damit kénnen die drel Alternativen fir die Wahl der Weinart bewertet werden:
EU(@) =p1-1+ p2-(-1)+ p3-1=-02
EU(@) = p1-0+ p2-1+ p3-(-1) =05
EU(ag) = p1-0.5+ p2-0+ p3-(-1) = 0.05
Es ergibt sich folgende Préferenzordnung: a, > az > a;, d.h. der Gast entscheidet sich fiir Rotwein.
Bemerkung: Die Laplace-Regel (vgl. den Abschnitt "Entscheidungen bei Unsicherheit”) hatte bei diesem Beispiel
eine andere Préferenz ergeben. Der Grund ist in der dabei unterstellten Gleichverteilung (% % %) zu sehen.

Tatsachlich ist allgemein die Laplace-Wertfunktion wi giace Spezialfall der Bernoulli-Wertfunktion Weernounii fur

pi=...= pn= % . Bei Gleichverteilung geht der Nutzenerwartungswert in das arithmetische Mittel der Nutzenwerte
tber.
m Beispid 2

Fir das Beispiel "Auflagenhdhe fir ein Buch" (vgl. diesen Abschnitt) hatten wir bereits mit einer W-Verteilung fir
die 6 Bedingungen gearbeitet:

P1= 0.1, P2 = 0.15, P3 = 0.15, Ps = 0.3, Ps = 0.2, Ps = 0.1
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Zu jeder der drei Alternativen wurde der Nutzenerwartungswert berechnet:

EU(a;) = 13500

EU(ap) = 13750

EU(ag) = —250
Die maximal bewertete Alternative a, (Auflage von 7000 Exemplaren) ergibt sich somit als L ésung.
Verfolgt der Verleger neben dem Zidl "Gewinnmaximierung” zusétzlich das Ziel "Vermeidung von

Nachfrageiiberhang" (und zwar im Gewichtungsverhdtnis 2 : 1), so erhét man folgende (normierte) Nutzenmatrix
(vgl. Ubungen):

31 37 133 59 103 22
45 45 180 90 180 45

u- |2 22 1 4 19 67 |,
B 45 45 9 45 180 90 ?
1 7 3 1 13
3 15 5) 15 15

Das Mathematica-Paket Entscheidungsregeln.m bietet neben den klassischen Regeln fur Entscheidungen bei
Unsicherheit auch eine automatisierte Berechnung der L dsungsmenge nach dem Bernoulli-Verfahren:

I << Model Ibi ldung Entscheidungsregeln™

pvert={0.1, 0.15, 0.15, 0.3, 0.2, 0.1};
Bernoulli[U, pvert]

I {2}

Die Beriicksichtigung eines weiteren Ziels hat in diesem Fall keinen Einfluss auf die Lésung des
Entscheidungsproblems.

Ist die Bernoulli-Regel rational?

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dass die klassischen Regeln fiir Entscheidungen bei Unsicherheit (Maximin,
Maximax, Niehans-Savage, Laplace) kritischen Fragen nach ihrer Rationalitdt schwerlich standhalten (vgl. die
ergénzenden Bemerkungen "Rationalitét der Regel” im Abschnitt "Entscheidungen bei Unsicherheit").

Demgegeniiber befinden wir uns bei der Anwendung des Nutzenerwartungswerts in einer besseren Lage. Sie erweist
sich namlich als logisch zwingend, sofern man bestimmte plausible Axiome rationalen Verhaltens akzeptiert. Wir
werden auf diese und verwandte Begriindungsfragen nicht néher eingehen und verweisen auf die umfangreiche
Literatur zu diesem Thema.

Axiome der Vollstandigkeit, Stetigkeit und Unabhangigkeit fir Préferenzordnungen erdrtert Eisenfihr/Weber:
Rationales Entscheiden. Springer Verlag: Berlin; Heidelberg; New York 1999, S. 212 f. Eine etwas andere, aber
gleichwertige Grundlegung findet man bei Luce/Raiffa: Games and Decisions. Wiley: New Y ork 1957, Chap. 2.
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l Das St. Petersburger Spiel

Peter betétigt sich als Bankhalter. Er wirft eine Miinze solange, bis Zahl erscheint. Einem Spieler (den wir Paul
nennen) sichert er fir den Einsatz e > 0 die Auszahlung von (2™ + 1) e zu, wenn Zahl beim m-ten Minzwurf auftritt.
Der Reingewinn betrégt dann fur Paul 2Me.

Bei diesem sog. . Petersburger Spiel handelt es sich um eine Wette vom Pauschaltyp, deren Quote von der
Wartezeit eines bestimmten Ereignisses (hier: Zahlseite der Miinze) abhéngt (vgl. Abschnitt "Multiwetten™). Paul
gewinnt, wenn er und Peter den Ablauf der Wartezeit noch erleben. Theoretisch, d.h. bei unbegrenzter Versuchslange,
gewinnt Paul aber immer. Die Wette ist somit fir keinen Einsatzbetrag fair. Dabei ist Paul's Gewinnerwartung sogar
positiv unendlich:

EG) = % -Ze+(%)2-22e+(%)3‘23e+ =e+e+e+..=

Die Konsequenz daraus scheint paradox. Paul miisste namlich die Teilnahme an der Petersburger Wette einem
sicheren Geldgeschenk (von beliebiger Hohe!) vorziehen. Dass er das, gerade wenn er sich rational entscheidet,
niemal s tun wiirde, liegt unter anderem daran, dass die wirklich grofRen Gewinne extrem unwahrscheinlich sind.

Offenbar stellt der Erwartungswert der Gewinnbetrége im Allgemeinen nicht unbedingt ein geeignetes Kriterium dar,
mit dem rationale Entscheidungen zu treffen sind.

Es gibt mindestens zwei Ansétze, den paradoxen Charakter der Wette zu mildern bzw. zum Verschwinden bringen: a)
durch Begrenzung der Wartezeit, und b) durch Einfiihrung einer Nutzenfunktion.

m Begrenzung der Wartezeit

Wir nehmen an, die Miinze werde hichstens s-mal geworfen. Fir den damit verbundenen Reingewinn Gg ergibt sich
dann der endliche Erwartungswert:
S
E(Gy) = Z 72"+ s (-9 =(s- x)e
m=1
Offenbar ist die Wette fur alle s> 1 gunstig (und daher niemals fair). Angenommen, Paul wettet 100 Euro. Dann ist
fir s> 10000 die Wette etwas mehr als 1 Mio Euro wert? Nichtsdestoweniger wird man verniinftigerweise den
sicheren Betrag (1 Mio €) der Teilnahme an der Wette vorziehen.

Bei niedriger Wartezeitschranke sieht die Sache anders aus. Zum Beispiel ergibt sich fiir s= 10 bei einem Einsatz von
1 Euro: E(Gyg) = 10— 2—10 ~ 9.99902. In diesem Fall wird die Gewinnerwartung genau dann Gbertroffen, wenn die
Wartezeit > 4 betrégt. Die Wahrscheinlichkeit dafUr liegt bei 0.124, ist al'so nicht so klein, dass der sichere Zugewinn
von 10 Euro einer Teilnahme an der Wette von vornherein vorzuziehen wére. Ob eine Person dazu neigt, das
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jeweilige Risiko einzugehen, hangt davon ab, in welcher Weise sie Gewinne (Geldbetrage) bewertet. Durch
Einfuhrung einer Nutzenfunktion ist es méglich, das entsprechende V erhaltensmuster mathemati sch auszudriicken.

m EinfUhrung einer Nutzenfunktion

Auf Bernoulli geht die Idee zuriick, dem Spieler Paul eine logarithmische Nutzenfunktion zuzuschreiben (vgl.
Abschnitt "L ogarithmischer Nutzen"):

u(c) = klogc + kg

Unter dieser Voraussetzung |&sst sich zeigen:

Der Nutzenerwartungswert der Petersburger Wette ist gleich dem Nutzenwert des 4-fachen Einsatzes.

Beweis: Fir Paul's Reingewinn c = 2™ e erhalten wir den Nutzen u(2™e) = kmlog 2 + u(e), und damit:

EU = ;(%)m u@2me) = i(% + %)

m=1

Der erste Teil der Summeliefert (klog2) - % Z::1 — = 2klog2; der zweite Teil ist gleich u(e). Insgesamt ergibt

om-1
sich fir den Nutzenerwartungswert:

EU = 2klog2 + kloge + kg = k(log4 + loge) + kg = u(4 e)

Folgerung: Wenden Peter und Paul dieselbe (logarithmische) Nutzenfunktion auf ale Geldbetrage an, so wird das
Petersburger Spiel (mit unbegrenzter Wartezeit) genau dann zu einer fairen Wette, wenn EU = u(4 e) = 0. Der Einsatz
von Paul betréagt dann% exp(- %) Falsko = 0 (d.h. falls 1 Geldeinheit den Nutzen O hat), ergibt sich e = 0.25.
Anmerkung: Auch andere als logarithmische Nutzenfunktionen fiihren zu vergleichbaren Ergebnissen. Ist z.B.

u(©) =k vc +ko, sogilt EU = u((3+2+2) €) (Beweisas Ubung!) — Auch in diesem Fall ergibt sich aus EU = 0 ein
Einsatzbetrag e > 0, fur den die Wette fair wird: e = (%)2 (3-2+v2).
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Spatz oder Taube:
Das Sicherheitsaquivalent

m Spatz oder Taube?

Der Schiitze Theobald trifft erfahrungsgemal? 50 % aller Tauben, die auf dem Dach sitzen. Der sprichwortliche Spatz
in der Hand (a1 ) steht fir eine kleines, aber sicheres Gut; die ebenso sprichwdrtliche Taube auf dem Dach (a,) steht
fur gréferes, aber unsicheres Gut. Um eine Entscheidung zwischen den beiden Alternativen zu treffen, bewerten wir
"Spatz" mit dem Nutzenwert 1, "Taube" mit 3 und die Moglichkeit, leer auszugehen, mit —1.

U:(; —11)

Theobald wird sich zwischen a; und a, vor dem Hintergrund der beiden Bedingungen

Damit erhalten wir folgende Nutzenmatrix:

b, = Taubegetroffen
b, = Taubenicht getroffen

entscheiden. Ihre Wahrscheinlichkeiten sind bekannt: p; = P(by) = 0.5, p, = P(b,) = 0.5. Es ergeben sich damit die
Nutzenerwartungswerte:

EU(a;) =05-1+05-1=1
EU(a) = 0.5-3+05-(-1) = 1

Handelt Theobald gemé&f’ der Bernoulli-Regel, so ist keine Alternative bevorzugt (er kbnnte also eine Laplace-Miinze
werfen, um die Entscheidung zufélig zu treffen).

m Das Sicher heitsaquivalent

Das Besondere an dieser Patt-Situation (Indifferenz) liegt darin, dass eine der beiden Alternativen auf einer sicheren
Konsequenz beruht, genauer: Der Nutzenerwartungswert der risikobehafteten Alternative a, (= auf die Taube
schief3en) ist gleich dem Nutzenwert einer sicheren Konsequenz ¢* ( = Spatz):

EU(ay) = u(c")
Der Spatz in der Hand wird daher al's Sicherheitsdquivalent der Risikoalternative Taube auf dem Dach bezei chnet.

Der Begriff lasst sich auf einfache Weise allgemein definieren:
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Definition
Sel a € A irgendeine Handlungsalternative. Eine Konseguenz c* € C heifét Scherheitsaquivalent von a, wenn
uc*) = EU(a).

Die Existenz eines Sicherheitsdquivalentsist nicht in allen Fallen garantiert (im obigen Beispiel etwa, wenn "Taube"
den Nutzenwert 2 erhélt). Gibt es genau ein ¢ mit u(c*) = EU(a), so verwenden wir die Bezeichnung

c' = :SE(a)

Ist die Konsequenzenmenge C ein reelles Intervall und u: C— R eine umkehrbare Funktion, dannist ¢* eindeutig
bestimmt, und es gilt:

SE(a) = u"1(EU(a))

m Beispid

Ist a die Teilnahme am St. Petersburger Spiel mit dem Einsatzbetrag e > 0 und u(c) = k-logc + kg die gemeinsame
Nutzenfunktion von Spieler und Gegenspieler, so gilt: EU(a) = u(4 e) (vgl. den Abschnitt "Das St. Petersburger
Spiel"). Esist daher unmittelbar nach Definition: SE(a) = 4 e, d.h. der 4-fache Einsatz ist das Sicherheitséquivalent
fr die riskobehaftete Teilnahme an der Wette.
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l Nutzenfunktionen als Modelle von Risikoeinstellungen

In diesem Abschnitt geht es um die Frage, wie man das Entscheidungsverhalten einer Person, genauer: ihre
Einstellung zum Risiko, mathematisch beschreiben kann.

Die Risikopramie

Die einfachste V orgehenswei se besteht darin, der Person eine Wette a (haufig auch Lotterie genannt) anzubieten und
sie um Angabe eines (personlichen) Sicherheitsdquivalents SE(a) zu bitten. Liegt SE(a) unterhalb der (objektiven)
Gewinnerwartung, so driickt sich darin eine Scheu vor dem Risiko aus. Ist umgekehrt die Gewinnerwartung kleiner
als das Sicherheitsaquivalent, so bedeutet dies Risikofreudigkeit.

Wir betrachten ein einfaches Beispidl:

Die Wette a habe zwei gleichwahrscheinliche Ausgange by, b, (die hier fir die "Umweltbedingungen" im
allgemeinen Entschei dungsschema stehen) und die Konsequenzen (Reingewinne) ¢; = 100, ¢, = —10. Dann lautet der
Erwartungswert des Reingewinns G, :

E(Gy) = %-cl+%-02=45

Gibt nun jemand als sein Sicherheitsdquivalent SE(a) = 30€ an, so hat dies zur Folge, dass er einen sicheren
Geldbetrag ab 30 € der Teilnahme an der Lotterie a vorzieht.

Die Differenz E(G,) — SE(a) = : RP(a) wird Risikopréamie genannt. Im Beispiel betrégt sie 15 €. Sieist gerade
derjenige Betrag, auf den man a priori verzichtet, wenn man die sichere Alternative der risikobehafteten Alternative
vorzieht.

m Fazit

Das Entscheidungsverhalten einer Person beziiglich einer Handlungsalternative a mit unsicherem Ausgang ist
risikoscheu (risikoneutral, risikofreudig), wenn die zugehdrige Risikopramie RP(@) > 0( =0, < 0) ist.
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m Teilnahmean einer Wette mit negativer Gewinnerwartung

Bei vielen unsicheren Handlungen a (insbesondere bei allen Gliickspielen) kann man nicht nur gewinnen, sondern
(auch im Mittel) verlieren. Lasst sich jemand darauf ein, so zeigt er damit Risikofreudigkeit. Wir wollen dies
begrifflich exakt nachvollziehen.

Diein Betracht kommenden K onsequenzen seien reelle Zahlen (als Reingewinne interpretiert). Sei nun E(G,) < 0.
Entscheidet sich jemand fir die Alternative a, so préferiert er sie gegentiber der sicheren Konsequenz 0; sein
Sicherheitsdquivalent SE(a) muss somit erst recht > 0 sein! Daraus ergibt sich fir die Risikopramie:

RP(a) = E(G,) — SE(a) < 0

was gleichbedeutend ist mit risikofreudigem Entscheidungsverhalten.

m Abschlusseiner Versicherung

Wer eine Versicherung abschliefdt, zeigt eine Scheu vor dem Risiko. Er zieht die von ihm zu leistende sichere
Einzahlung (mithin ein negatives Sicherheitséquivalent) fur die Versicherungsprémie der Hinnahme eines riskanten
Schadens vor, dessen erwarteter (mittlerer) Verlust geringer as die Versicherungspramie ist. Das hat zur Folge, dass
die Risikopramie > 0 ausféllt.

In vielen L ebensbereichen kann ein versicherbarer Schaden erheblich negative, bisweilen sogar ruindse
Auswirkungen furr den Einzelnen haben. Esist daher nicht unverniinftig, in solchen Handlungsfeldern risikoaversiv zu
entscheiden. Dieselbe Person kann sich gleichwohl anderen Risiken gegentiber weniger zuriickhaltend zeigen (z.B.
bei der Geldanlage oder auch nur bei der wochentlichen Teilnahme an der Staatlichen Lotterie). Ein Widerspruch
entsteht dadurch nicht. Die Modellierung der Risikoeinstellung bezieht sich immer nur auf ein spezifisches
Entscheidungsfeld.

Typen von Nutzenfunktionen

Die Information Uber das Entscheidungsverhalten einer Person fiir ein gegebenes Konsequenzen-Intervall
C = [Crmin; Cmax] Steckt in der mit ihr assoziierten Nutzenfunktion, genauer: in ihrem Kriimmungsverhalten tber dem
Intervall C.

Wir wollen diesen Sachverhalt an verschiedenen Beispieltypen zunéchst anschaulich erértern. Dabei wird (zwecks
Vergleichbarkeit) stets vorausgesetzt, dass die auftretenden Nutzenfunktion normiert sind. Ferner modgen (ohne
Einschrénkung der Allgemeinheit) nur streng monoton wachsende Nutzenverldufe in Betracht kommen.

Fur die grafische Darstellung werden die zu bewertenden Konseguenzen (Gewinne, Geldbetrége, etc.) durch reelle
Zahlen zwischen cpin = 1 und ¢y = 100 wiedergegeben.

m Linearer Nutzen

Eine Funktion vom Typ

ULin(X) = Ko + Ky X
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nennen wir lineare Nutzenfunktion. Der Nutzen von x wird (bis auf eine lineare Skalentransformation) durch x
gemessen. (Es wird gleich deutlich werden, dass u i, risikoneutrales Entscheidungsverhalten beschreibt.)

= k=)

Wir verschaffen uns eine Darstellung der Funktion in normierter Gestalt (kg = — % %

I << Model lbildung Normierung™
I UfuncLin[x_] := Normiere[x, 1, 100]

I UfuncLin[Xx]

1 X
= B

99 99

m Logarithmischer Nutzen

Die (von Bernoulli verwendete) Funktion
ULog(X) = Ko + kg log x
(im Abschnitt "L ogarithmische Nutzenfunktion” aus plausiblen Annahmen hergeleitet) lautet in normierter Form

(ko=0 k3= =L

log 100

UfuncLog[x_] := Normiere[Log[x], Log[1], Log[100]];
UfuncLog[X]

Log[x]
Log[100]

Zunéchst ein grafischer Vergleich von logarithmischem und linearem Nutzen:

Graphl = Plot[ {UfuncLin[x], UfuncLog[x]}, {xX, 1, 100},
PlotStyle -» {{Dashing[{0.06, 0.02}], RGBColor[O, O, O]},
{Thickness[0.007], RGBColor[0O, 1, 0]}}, AxesLabel -» {'c", "u"}];

C
20 40 60 80 100
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Dem Graphen |&sst sich anschaulich entnehmen: Einem Nutzenwert (den wir uns am besten a's Nutzenerwartungswert
vorstellen) entspricht ein kleinerer Geldbetrag (den wir al's Sicherheitsaquivalent deuten), wenn wir eine
logarithmische anstelle einer linearen Nutzenfunktion verwenden. Dies deutet auf Risikoaversion hin.

Bemerkung: Einen qualitativ vergleichbaren Krimmungsverlauf (genauer: von unten konkav) zeigen die
Nutzenfunktionen des Typs Ura(X) = ko + ki VX , auf die hier aber nicht weiter eingegangen werden soll.

m Quadratischer Nutzen

Die algemeine Form einer quadratischen Funktion lautet:
Uguad(X) = Ko + Kg X + ko X2

Durch die Normierung werden nur zwei der K oeffizienten festgelegt. Fur unsere Zwecke gentigt es, wenn wir ky > 0
voraussetzen und k; = 0 spezialisieren. Dann ist Uguag Streng monoton wachsend und (von unten) konvex.

Wir erhalten:

UfuncQuad[x_] = -1/9999 + x"2 / 9999

UfuncQuad[x]
1 X2
9999 9999

Dieresultierende Kurve besitzt die oben verlangten Eigenschaften:

Graph2 = Plot[UfuncQuad[x], {X, 1, 100},
PlotStyle » {{Thickness[0.007], RGBColor[1, O, 0]1}}1;

20 40 60 80 100

Nun die Zusammenschau der drei Funktionsverlaufe:

Show[Graphl, Graph2];
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Cc
20 40 60 80 100

Erganzend zu der frilheren Beobachtung lasst sich sofort ablesen, dass ein gegebener Nutzenwert in diesem Fall fur
einen grofReren Geldbetrag steht als bei Zugrundelegung der linearen (und erst recht der logarithmischen)
Nutzenfunktion. Das deutet auf Risikofreudigkeit hin.

Risikoverhalten im Entscheidungsmodell

Der Zusammenhang zwischen den Krimmungseigenschaften einer Nutzenfunktion u und dem Verhalten bei
riskanten Entscheidungen, das jemand zeigt, der u als Nutzenfunktion besitzt und die Bernoulli-Regel befolgt, wurde
bisher (lediglich auf anschaulicher Grundlage) vermutet. Im Folgenden wollen wir diesen Sachverhalt innerhalb
unseres Entschel dungsmodells prézisieren und streng beweisen.

m Voraussetzungen und Hilfsbehauptungen

Die risikobehaftete Handlung a finde unter den einander ausschlief3enden Bedingungen by, ..., b, statt, wobel
p; = P(bj) die Wahrscheinlichkeit fir die j-te Bedingung und c; die bei b; realisierte Konsequenz (am einfachsten
als reellwertigen Geldbetrag vorzustellen) bezeichnet (1 < j < n).

Aus diesen Voraussetzungen folgt:
Pr+ ...+ Pn=1und E(Gy) = X1 p; ¢j (Erwartungswert des Gewinns bei Entscheidung fur a).
Wir legen eine beliebige Nutzenfunktion u zu Grunde, die (1) im Konsequenzen-Intervall C streng monoton wéchst

und (2) eine eindeutige Umkehrfunktion u™! besitzt; dieseist dann ebenfalls streng monoton wachsend
(Begrindung?).

Aus der Analysis werden folgende Aussagen herangezogen (gelegentlich in der Literatur auch als Definitionen
verwendet):

1. Eine Funktion f istlinear gdw. f(S; X3 + ... + i %) =S (X)) + ... + S F(X0)
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Eine Funktion f auf C ist (von unten)
2. konkav gdw. f(sp Xy + ... + S Xn) > St F(X) + ... + S T (%)
3. konvex gdw. f(Sy X + ... + S Xn) < St F(Xq) + ... + S F(Xn)

jeweilsfur alexy, ..., X, € C undfir alereelens; = 0 mits; +... + 5, = 1.

X1 +Xo ) > f(x)+f(x0) .

Man mache sich etwa 2. anschaulich an dem Speziafalln=2,s, = s, = % klar: f( > >

m Satz Uber den Zusammenhang von Krimmung und Risikover halten

(D) u linear = RP(a) = 0
()] u konkav = RP(a) > 0
3) u konvex = RP(a) < 0

Beweis:

Zu (1). Esist EU(a) = Y, pj u(cj) = u(X; pj ¢j) = U(E(Gy)) aufgrund der Linearitét von u (vgl. obige Aussage Nr. 1).
Daraus ergibt sich fiir das Sicherheitsaquivalent: SE(a) = u"X(EU(a)) = E(G,), und schliefflich fiir die Risikopramie:
RP(a) = E(G,) — SE(a) = 0.

Zu (2). Wendet man obige Aussage Nr. 2 auf u an, so folgt: EU(a) = 3 pj U(Cj) < u(x pj ¢j) = W(E(G,)). Daauch
u~! auf C streng monoton wichst, hat man SE(a) = u"}(EU(a)) < E(G,) und daher RP(a) > 0.

Zu (3). Analog (2). — AlsUbung! =

Will man den Satz anwenden, so muss gesichert sein, dass die in Betracht gezogene Nutzenfunktion (auf der
Konsegquenzenmenge C) linear oder konkav oder konvex ist. Anstatt der hier im Beweis verwendeten Eigenschaften
lassen sich dazu Kriterien verwenden, welche auf der Differenzierbarkeit von u beruhen (i.a. von der Schule her
bekannt im Zusammenhang mit sog. Kurvendiskussionen):

Ist u auf C zweimal differenzierbar und u" (x) > 0( < 0) fir allex € C, soist u konvex (bzw. konkav).

Wir zeigen mit diesem Kriterium, dass u_ oy konkav ist. Esist U o' (X) = L und U og" (X) = — ﬁ < O flr

x1og 100 g 100
X € [1; 100]. Man mache sich die geometrische Bedeutung dieser Relation klar: Der Anstieg der logarithmischen

Nutzen-Kurve nimmt ab, wenn x das Intervall von 1 bis 100 durchlauft!

Noch einfacher ergibt sich ugyag” (X) = ﬁ > 0 und damit die Konvexitét der quadrati schen Nutzenfunktion.

m Eine Abschétzung flr das Sicher heitsdquivalent

Nach Definition ist das Sicherheitsdquivalent c* einer risikobehafteten (unsicheren) Alternative a Lésung der
Gleichung u(c*) = EU(a).
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Ist statt des Nutzenerwartungswertes EU(a) lediglich der Erwartungswert i := E(G,) bekannt, so kann man das
Sicherheitsaquivalent SE(a) immerhin noch durch ein Intervall einfangen. Wir filhren die einfache Uberlegung fiir
den Fall einer konkaven Nutzenfunktion u durch. Sowohl u als auch ugj, werden als normiert und streng monoton
wachsend vorausgesetzt.

Dem Beweis des obigen Satzes entnehmen wir (vgl. (2)) zundchst: EU(a) < u(u). Dau(c) > ugin(c) fur alle
betrachteten K onsequenzenwerte c gilt, hat man:

EU(a) = X pj u(c)) > X Pj ULin(Cj) = ULin(X Pj Cj) = ULin(1)
Insgesamt ergibt sich aus beiden Ungleichungen:
ULin(p) < EU(@) < U(p)

Mit u ist auch u=t monoton wachsend. Anwendung der Umkehrfunktion auf die letzte Ungleichung liefert daher die
beidseitige Abschétzung fir das Sicherheitséquivalent:

ut(uLin(w) < SE(@) < p

Im Fall einer konvexen Nutzenfunktion hat man lediglich die Richtung der Ungleichung umzukehren, d.h. < durch >
zu ersetzen (Beweis als Ubung).
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l Sensitivitatsanalyse

m Allgemeine Problemstellung

Trifft man eine Entscheidung unter Risiko nach der Bernoulli-Regel, so benutzt man Wahrscheinlichkeiten py, ..., pn
fr die Berechnung der zu maximierenden Wertfunktion:
EU(g) = pp Uiz + ... + Pn Uin

Vielfach handelt es sich dabei nicht um objektive Wahrscheinlichkeiten (wie man sie aus physikalischen Symmetrien
oder Massenversuchen mit relativen Haufigkeiten gewinnt), sondern um Werte, die auf subjektiven Einschétzungen
nach vorliegendem Wissensstand beruhen (epistemische Wahrscheinlichkeiten).

Derartige Annahmen konnen sich dndern, wenn neue Informationen tiber die Umweltbedingungen by, ..., by bekannt
werden. Ist (p1', ..., pn') €ine gednderte W-Verteilung, so liegt die Frage nahe, wie sich dies auf die zugehérigen
Nutzenerwartungswerte p;'Uijq + ... + pPn' Ui, auswirkt, und vor allem: auf die Lésung des Entschel dungsproblems.
Am meisten wird man sich dafir interessieren, ob eine einmal getroffene Entscheidung (oder Préferenzordnung) zu
revidierenist.

In einer Sensitivitatsanalyse werden Spielraume fir die Wahrscheinlichkeiten ermittelt, innerhalb derer die Lésung
eines Entscheidungsproblems sich nicht &ndert. Dabei treten naturgemél Schwellenwerte auf, deren Uber- oder
Unterschreitung zu einer anderen Ldsung fiihrt.

m Noch einmal: Spatz oder Taube?

Wir wollen das grundsétzliche VVorgehen bei der Sensitivitétsanalyse an dem Beispiel "Spatz oder Taube" (vgl. den
Abschnitt " Spatz oder Taube: Das Sicherheitsdquivalent”) erléutern. Dazu werde die (leicht abgednderte)

Nutzenmatrix
U 11
=4 )

zu Grunde gelegt und die Wahrscheinlichkeit % (fur die Treffwahrscheinlichkeit des Schiitzen Theobald) durch die
Variable p ersetzt. Die Alternative a;( = sichmit demsicheren Spatzbegniigen) behdlt natirlich ihren
Nutzenerwartungswert 1. FUr a,( = auf die Taubeschief3en) gilt nun aber

EU@)=p-4+1-p-(-)=5p-1
Zunéchst fragen wir nach der Wahrscheinlichkeit p, fur die Indifferenz besteht:

1=EU(a;)=EU(ay) =5p-1
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Esergibt sich der sog. Break-Even-Wert p = 0.4. Man erkennt sofort, dass EU(a,) > EU(a;) genau dann, wenn
p > 0.4. D.h., trifft Theobald mehr als 40 % seiner (vergleichbaren) Ziele, so sollte er sich fur die Taube entscheiden,
bei weniger as 40 % entsprechend fiir den Spatz.
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l Optimales Stoppen

m Situation und Problemstellung

Wir erhalten eine Folge von sich nacheinander anbietenden Gelegenheiten G1, G, ..., Gy; fir eine von ihnen miissen
wir uns entscheiden. Es kann sich dabel um Kaufangebote handeln, Parkplétze (an denen wir suchend vorbeifahren),
Stellenbewerbungen, und dgl. mehr. Nachdem eine Gelegenheit geprift wurde, kénnen wir anhalten und zugreifen;
andernfallsist sie verpasst und kehrt nicht wieder.

Gegenstand der Untersuchung ist die folgende Auswahlmethode:

Stoppr egel

Zunéchst werden die Gelegenheiten Gy, ..., Gs_ 1 geprift und die beste von ihnen vorgemerkt. Von den
nachfolgenden Gelegenheiten wird nun die erste ausgewahlt, die besser ist als die beste unter den ersten s— 1.

m Das Entscheidungsproblem in Normalform

Das Entscheidungsproblem besteht in der Frage, fiir welchen Wert von s die obige Stoppregel optimal ist. Aus der
geschilderten Verfahrensweise ergeben sich n Handlungsalternativen ay, ..., a,, wobei a bedeutet:

Benutze die Stoppregel fir s=i {1, 2, ..., n}

Betrachten wir a; . In diesem Fall findet offenkundig keine Vorpriifung statt, d.h. die erste Gelegenheit G; wird in
jedem Fall gewahit.

Nun zu den Umweltbedingungen by, ..., b,, auf die wir mit unseren Alternativen treffen. Essind dies gerade dien
(sich gegenseitig ausschlielRenden) Moglichkeiten b;, die besagen, dassG; (j = 1, 2, ..., n) die beste unter denn
Gelegenheiten ist. Dabei wird unterstellt, dass es genau eine beste Gelegenheit gibt. Fur die zugehdrigen
Wahrscheinlichkeiten wollen wir p; = P(b;) = % (1 = j = n) annehmen.

Schlieflich benttigen wir eine Nutzenmatrix U . Wir definieren den Nutzen u;; al's die Wahrscheinlichkeit, dass bei
Ausfuhrung von & die Gelegenheit G; ausgewahit wird. Entscheidet man sich némlich unter der Bedingung b; fur
die Alternative &, soist u; ein Mal3 dafiir, mit G; die beste Gelegenheit auszuwahlen.
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m Aufstellung der Nutzenmatrix

Aus den vorangegangenen Uberlegungen ergibt sich zunéchst die erste Zeile der Nutzenmatrix U : ugq = 1,
Up =...= U, =0.

Fir das Folgende werde 2 < i < n vorausgesetzt.

Wir beabachten: Esist keinesfalls sicher, dass wir mit der Stoppregel Erfolg haben und die beste Gelegenheit
erwischen. Befindet sich diese namlich unter den ersteni — 1, d.h. tritt eine der Bedingungen by, ..., bj_1 €in, so
gehen wir bei den spéteren Prifungen leer aus, eswirdalsou; =0 flrl<j<i-1.

Somit bleibt u; fur j =i zu berechnen. Die Gelegenheit G; wird genau dann ausgewahlt, wenn die beste der ersten
j — 1 Gelegenheiten sich schon unter den ersteni — 1 befindet. Andernfalls wiirde némlich gerade diese Gelegenheit
schon ausgewdhlt, bevor G; berhaupt gepriift wird. Die Wahrscheinlichkeit u;; ergibt sich daher als Verhédtnis der

i — 1 gunstigen zu den j — 1 moglichen Féllen:

i—-1
uij = —] -1
Diei-te Zeile (i = 2) von U lautet daher:
0 01 i-1 i-1 i—-1
L ey L il i 1 i+1! ey n_l

i-1

U ist somit eine obere Dreiecksmatrix; in ihrer Hauptdiagonalen stehen lauter Einsen, darunter lauter Nullen.

m Der Nutzenerwartungswert und seine Deutung

Es bezeichne E;j das Ereignis, dass

a) G; die beste Gelegenheit ist und

b) G; ausgewahlit wird, wenn wir gemal & vorgehen (d.h. die Stoppregel mit s=i anwenden).
Daa) und b) voneinander unabhéngig sind, ergibt sich nach der Produktregel:

1
P(Ej) = pj-Uj = — - Uj

Zur Losung des Entscheidungsproblems berechnen wir die Nutzenerwartungswerte der a; . Offenbar ist
EU(g) = ?:1 P(Ej) = P(Ei1 + ... + Eip), d.h. der Nutzenerwartungswert von g; |&sst sich als Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses deuten, dass bei g; die beste Gelegenheit gefunden wird.

Esgilt EU(ay) = % und fir i = 2:

EU (&)= ppUiz+ ...+ Pn Ui —1zn]i_1
(&) =PrUiz+..+ Pnlin= n < i—1

Wir kirzen die rechts vom Gleichheitszeichen stehende Summe sinngemél mit p(i, n) ab und erhalten
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(i n)—i PR )fUr2<i<n
pd, = .. —] <l <

und p(1, n) =

m L dsung des Entscheidungspr oblems

Wir bestimmen i so, dass EU(g) ( = p(i, h)) maximal wird.

Machen wir uns ein Bild von der Situation bei n = 10 Gelegenheiten. Zunéchst eine Tabelle der Werte p(i, n) fir
i=2, ..,10:

. 282897
365794
39869
398254
372817
327381
265278
. 188889
1

© 00 N O U W N
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Esist imax = 4. Fir n = 30 betrachten wir ein Histogramm:

Rechnerisch ergibt sich ing = 12. (Man beachte, dassina jeweils von n abhangt.) Wir tabellieren die Werte
N, imax; Plimax, N) indrei Spalten:

2 2 0.5

3 2 0.5

4 2 0. 458333
5 3 0. 433333
10 4 0. 39869
20 8 0. 384209
30 12 0. 378651
40 16 0. 375743
50 19 0. 374275
100 38 0. 371043
500 185 0.368512
1000 369 0.368196
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Esfalt auf, da$sich das Maximum der p(i, n) in der N&he von 0.37 zu stabilisieren scheint. Gleichzeitig liegt aber
auch der Anteil "“Tax bei diesem Wert. In der Tat lasst sich durch eine genauere Analyse nachweisen:

imTaX ~ < und Plimax, N) ~ <, wobei e die Eulersche Zahl ist (= 2.71828...)

Dabei bezeichnet ~ die sog. asymptotische Gleichheit, welche besagt, dass der Quotient aus linker und rechter
Gleichungsseite gegen 1 strebt (fiir n - o). Fir Einzelheiten der Analyse vgl. Arthur Engel
[Wahr scheinlichkeitsrechnung und Statistik. Band 2. Klett: Stuttgart 1976, S. 201 f].

m Fazit

Das Modéll liefert uns eine praktische Faustregel, mit der wir unser Auswahlverhalten optimieren kdnnen. Sie lautet:
Wende die Stoppregel fir s= % ~ 0.368- n an, oder noch gréber: Lasse zunéchst ein gutes Drittel (knapp 37 %) der
Gelegenheiten passieren und wéahle danach die erste bessere Gelegenheit.
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